Dérivation, convexité, fonctions usuelles

1 Questions de cours

1. Soit f : I — R dérivable. Montrer que
si f est convexe sur I, alors f’ est crois-
sante sur /.

2. Soit f : I — R dérivable. Montrer que
si f’ est croissante sur I, alors f est con-
vexe sur [.

3. Soit f : I — R dérivable. Montrer que
si f est convexe, alors courbe représenta-
tive de f est au-dessus de ses tangentes.

Applications

1. Soit f R — R une fonction con-
vexe strictement croissante. Montrer que
f tend vers 400 en +o0.

2. Montrer que si x > —1, alors
In(l+2z) < x.
En déduire que pour n € N\{0, 1}

1\ 1\~"
n n

3. Donner les ensembles de définition et
simplifier :
(i) cos(2arccos(x));
(i) cos(2arcsin(z));
(iii) sin(2arccos(z)).

Exercices

. Pour n € Net x € R, on pose

P,(x) = kli[l cosh (;) :

Simplifier P, (z).

. Soit f : I — R convexe. Montrer que si

a € I est un minimum local de f, alors a
est en fait un minimum global.

. Soit f :]0,00[— R convexe. Montrer

que f(z)/x a une limite dans R U {+o0}
quand z tend vers +oo.

. Résoudre I'équation

argsh(z) + argch(z) = 1.

. Montrer que pour tout r € R :

1
i) = s ().
larctan(sh x)| = arccos T

. Soient I un intervalle ouvert de R et

f € €°(1,R). On suppose que pour tout
x,y el

F (x;y) < f(x);f(y)

Montrer que f est convexe.



7. On définit la suite de Fibonacci (f,) par 8. Résoudre 1'équation
fo=0, fi=1, fur2 = far1 + fu-

25T — og 7,
(i) Montrer que pour tout n
fr%—&-l - fnfn+2 = (_1>n
(ii) En déduire que pour tout n > 1 ) ) )
9. Résoudre I'équation
arctan(1/ fa,) = arctan(1/ fon11)
+ arctan(1/ fony2). V' ="



4.1

4.2

Corrections

Applications

. La convexité de f nous donne, si x > 1

f(z) = f(0)

T

= (1) = f(0),

et donc

f(@) = (f(1) = f(0)) & + f(0) — oo.

On déduit la premiere inégalité de la concavité de In. Pour 'autre, on a

(1+2) = (mm(1+))

€n><
€

3=

N

et de méme dans l'autre sens.
On prend dans chaque cas x € [—1,1].
(i) cos(2arccosz) = 2cos®*(arccosx) — 1 = 2z — 1.
(i) cos(2arcsinz) =1 — 2sin?(arcsinz) = 1 — 222
(iii) sin(2arccosz) = 2sin(arccos z) cos(arccos ) = 22v/1 — 22.

Exercices

. On calcule P,(x) x sinh (2%) Par récurrence, on trouve

1
P,(x) sinh (;) = o sinh(z),
et on en déduit le résultat.

Soit b € I, on suppose b > a. Comme a est un minimum local de f, il existe ¢ € (a,b) tel
que f(c) = f(a). Comme f est convexe, on a

fb) = fla) _ fle) = f(a)

=
b—a c—a

2 0,

et on en déduit f(b) > f(a).
Le cas b < a est identique.



3. Soit
RY — R
ey @)

r—1
la fonction pente des cordes issues du point d’abscisse 1.
f est convexe, et donc 7 est croissante. Donc 7 admet une limite en +00 dans RU {+oc}.

On a aussi

flx)  (z=1D)r(x) + f(1)

:xng(SC)—i-f(ml)

Donc f a la méme limite que 7 en +o00.

4. La fonction f : z +— argsh(z)-+argch(z) est continue et strictement croissante sur [1, ool.
Les limites sont argsh(1) en 1 et co en co. On note que sh(1) > 1, et donc argsh(1) < 1.

Par théoreme de la bijection, 1’équation possede donc une unique solution a.

sh(1) = sh(argsh a + argch a)
=a’+V1+a®vVa2 -1

=a’+Vat—1

On a donc
at — 1 =sh(1) — a?
puis
, ch’1
a® = )
2sh1
Comme a est positif, on en déduit
chl
a= )
2sh1

5. On définit f : RT — R par f(z) = arctan(sh x) — arccos (
dérivable sur R, et pour tout z > 0

ﬁ) f est continue sur R* et

, chz shx chz
f(gj):1+s}12x_(:h2:c>< 2
ch*x —1
B 1 sh x » 1
~ cha cha " shz

=0

[ est donc constante sur R*, et donc sur R* par continuité.
Comme f(0) =0, on a donc le résultat voulu sur R*, et sur R tout entier par parité.



6.

7.

Soient a et b dans I. On pose
A={Ae[0,1] [ fAa+ (1 =A)b) < Af(a)+ (1= A)f(b)}.
On a clairement 0 et 1 dans A. L’hypothese nouse donne

A
)\,ueA:>—2HLeA.

Par récurrence, on montre que pour tout n, pour tout k € {0,...,2"}, k/2" € A.
Soit A € [0,1]. On pose k, = E(2"\) et A\, = k,,/2". On a donc A\, — A, et A\, € A. Par
passage a la limite dans I'inégalité de convexité, on a donc A € A.
Finalement, f est bien convexe.
(i) On montre la propriété P(n) par récurrence.
P(0) est triviale, et si on suppose P(n) vraie :

§+1 - fnfn+2 = f3+1 - (fn+2 - fn+1)fn+2
= far1(fas1 + far2) — fiya
= fni1Snis — f2+2 = (_1)n

(ii) On a alors :

tan (arctan(1/ fo, 1) + arctan(1/ fa,42)) — tanarctan(1/ fo,)

_ Vfmpe+ Y fonpn 1
l— e fon

fon+2font

_ f2nf2n+2 - f22n+1 + 1
<f2n+2f2n+1 - 1>f2n
=0

On peut vérifier que arctan(1/ fa,41) + arctan(1/ fo,42) et arctan(1/ fa,) sont dans
[0,7/4], et donc en passant a la tangente, on a le résultat voulu.

8. On note que nécessairement, cosx > 0. Par périodicité, on se limite a chercher =z €

| = m/2,7/2[. Posons u = cosz €0, 1]. L’équation devient alors
217 =y,

ou encore

(1 —u?)In(2) = In(u).

u = 1 est une soltion évidente, et on suppose donc u # 1. On a alors

(W) ).

1 —u?
Si u €]0,1[, on a In(u) < 0 et = > 0. En particulier ii(“) # In 2.

1—u? u?

La seule solution est donc u = 1, soit x = 0.
Finalement, I’ensemble des solutions est {2k | k € Z}.




9. L’expression n’a de sens que pour x > 0. L’équation équivaut a

Vain(r) = 5 In(a),

Vi (1 _ Vf) In(x) = 0,

soit

et donc In(z) =0 ou /z = 2.
Les solutions sont donc z = 1 et z = 4.
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